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§1. Allgemeines über lineare Darstellungen 

 

§1.1 Definition von linearen Darstellungen    

 

1.1.1 Vorbemerkung  
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1.1.2 Vorbemerkung  
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1.1.3 Def.:(Lineare Darstellung) 
 

).V(GLGruppedieinGGruppeder

)V(GLG:smusHomomorphieinistVinGvon

gDarstellunlineareEine.GruppeendlicheeineGSei

→ρ
 

 

.giltGt,sallefür)t()s()ts(

sodass,zugeordnet)V(GLaus

)s(ElementeinwirdGsElementJedem

:)smusHomomorphi(Erinnerung

∈ρ⋅ρ=⋅ρ

ρ∈

 

 

1.1.4 Bemerkung: 
 

.gDarstellunlinearendergsraumDarstellunauchVnenntMan

.gDarstellunlinearenderGraddann"n"nenntMan

.DimensionseineseinundensionaldimendlichVSei

 

1.1.5 Bemerkung: 
 

Gt,sallefür

)t(R)s(R)ts(RiplikationMatrixmultdergeradedann
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∑ ⋅=⋅
j

jkijik )t(r)s(r)ts(r

:fteeigenschaHomomorphidielauteteibweiseMatrixschrdieFür

 

 
1.1.6 Def.:(Äquivalente Darstellung) 
 

.erttransformi'

inder,existiert'VV:tmusIsomorphislinearer

einwenn),isomorphoder(äquivalentsienenntMan

.genDarstellunlinearezwei

)'V(GLG:'und)V(GLG:Seien

ρ

ρ→

→ρ→ρ

 

 
1.1.7 Wiederholung (Transformation) 
 

Gsallefürt)s(')s(t:Identität ∈ρ=ρ oo  

 
1.1.8 Bemerkung: 
 

GsallefürT)s('R)s(RT
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§1.2. Erste Beispiele   

  

1.2.1 Beispiel A 
 

)st(1)s()s(

giltdaher,1)s(und1)s(giltdannGt,sSei

:Beweis

.gDarstelluntrivialeoder
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*

*

ρ==ρρ

=ρ=ρ∈
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1.2.2 Beispiel B 
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bijektivenderGruppedie.h.d,SGSei

ii)i(t))i(t(s)i(sti

)i(si

i

n

ρρ=ρρ=ρ===ρ

∈

→ρ

=ρ∈

=

−

→

=

 



                                                                                                       

 Seite 5

 
1.2.3 Beispiel C 

[ ]

{

( ) ( ) )e()b()a()e)(b()a()e)(a()e()e()e)(ab(

giltdannGb,aSei

:Beweis
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.GGruppederOrdnungdiegSei

itbt)bt(at)ab(t

stt

stt

Gtt

t

ρρ=ρρ=ρ===ρ

∈
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∈

 
§1.3 Teildarstellungen    

 

1.3.1 Def.(Teildarstellung) 
 

.W)x)(s(tlgfoWxaus

:Gsallefürgiltes.h.d,istGunter

iantvarinder,VvonrraumUntervektolinearereinWSei

.gDarstellunlineareeine)V(GLG:Sei

∈ρ∈

∈

→ρ
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.genanntWauf)von(llungTeildarste

wird)s(vonungEinschränkDie

).t()s()ts(

:giltesundWvon)W(GLG:smusAutomorphi

eindannistWauf)s(ungEinschränkDie

www

w

ρ

ρ

ρ⋅ρ=⋅ρ

→ρ

ρ

 

 

1.3.2 Wiederholung (Direkte Summe) 
 

.lässtschreiben

'W'wundWwmit'wwx

FormderineindeutigVxjedessich

wenn,'WundWvonSummedirekteVheißtDann

.V'WWund0'WWmitVvonevektorräum

Unterzwei'W,WundVektorraumeinVSei

∈∈+=

∈

=∪=∩

−

 

 
1.3.3 Bemerkung. 
 

.VinWvonKomplementals'Wbezeichnetund

'WWVauchman

schreibtist'WundWvonSummedirekteVWenn

⊕=
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1.3.4 Def.(Projektor) 
 

.WaufVvonojektorPr

)gehöriger'WWVZerlegungderzu(heißt

,zuordnetwKomponenteseine)'W'w,Ww(

'wwxmitVxjedemdie,pAbbildungDie

⊕=

∈∈

+=∈

 

 

1.3.5 Bemerkung 
 

.x)x(ptlgfoWxfürundWistpvonBildDas =∈  

 

1.3.6 Satz 1: 
 

.istiantvarinGunterdas

,VinWvonWKomplementeinenesgibtDann

.VvonUnterraumlineareriantervarinGunter

einWundgDarstellunlineareeine)V(GLG:Sei

0

→ρ
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1.3.7 Beweis:  
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1.3.8 Bemerkung 

 

.VinGvongDarstellunlinearediealso

bestimmtWinGvongDarstellunlinearedie

undWinGvongDarstellunlineareDie

W)w)(s(undW)w)(s(gilt
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)w)(s()w)(s()x)(s(
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ufspaltungojektionsaPreindeutige
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§1.4 Irreduzible Darstellungen    

 

1.4.1 Def. (Irreduzible Darstellung) 
 

.istGunteriantvarinder,exisiertVvon

rraumUntervektotrivialernicht,echterkeinfalls,lirreduzibeheißt

VinGvon)V(GLG:gDarstellunlineareEine →ρ

 

1.4.2 Bemerkung 
 

.werdenngeschriebellungenTeildarstezweierSumme

direktealsnichtkanngDarstelluneirreduziblEine
 

1.4.3 Satz 2: 
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.zerlegbarllungenTeildarsteerirreduzibl

SummedirekteeineinistgDarstellunlineareJeder
 

 

1.4.4 Beweis (durch Induktion nach dim(V)) 
 

s1r1

jj

s1r1

''V....''V'V....'VVistSomit

''Vund'Venirreduzibl

mit''V....''V''Vund'V....'V'Vist.V.INach
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.dsinGunteriantvarindie,''V'VV
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.1n)Vdim(mit
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§1.5 Tensorprodukt    

 

1.5.1 Wiederholung (Tensorprodukt von Vektorräumen)  
 

:dsinerfüllt

tenEigenschafbeidenendenlgfodiewenn,VundVvon

uktTensorprodheißtxx)x,x(mitWnachVV

vonAbbildungeinermitzusammenWVektorraumEin

.eVektorräumzweiVundVSeien

21

212121

21

⊗→×

 

21

2,j1,i222,j

111,i

21

VVWauchschreibtMan

.WvonBasiseineeeist,Vvon))Vdim(,...,1j()e(

undVvon))Vdim(,...,1i()e(BasenzweiFür)2

.ArgumentenbeideninlinearistxxoduktPrDas)1

⊗=

⊗=

=

⊗

 

 
1.5.2 Definition (Tensorprodukt von linearen Darstellungen)  
 

22112
2

1
1

21

21

2
2

1
1

Vx,Vxallefür)x()s()x()s()xx)(s(

:)VV(GLaus)s(definiereGsjedesFür

.GGruppeeinergenDarstellunlineare

gegebenezwei)V(GLG:und)V(GLG:Seien

∈∈ρ⊗ρ=⊗ρ

⊗ρ∈

→ρ→ρ

 

 



                                                                                                       

 Seite 13

).V(GLG:und)V(GLG:genDarstellunlinearen

gegebenenderuktTensorprodheißtSie.gDarstellun

lineareeinendefiniert)VV(GLG:AbbildungDie

opositionPr

)s()s()s(:auchschreibtMan

2
2

1
1

21

21

→ρ→ρ

⊗→ρ

ρ⊗ρ=ρ

 
1.5.3 Bemerkung (Tensorprodukt in Matrizenform) 

∑∑

∑

⋅=ρ⋅=ρ

⋅⋅⋅=⋅ρ

⊗

ρ

ρ

211

1

1

1
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1
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1
j,i
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e)s(r)e)(s(unde)s(r)e)(s(
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ee)s(r)s(r)ee)(s(

:durchgegebendann

istVVvonrsBasisvektoeinesBildDas

.gegeben)s(von)r(

und)s(von)s(renMatrixformnzugehörigedenmit

zusammenVvon)e(undVvon)e(BasenzweiSeien

.nformuliereuktTensorproddas

ebenfallssichlässteibweiseMatrixschrIn

 


