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§1. Allgemeines iiber lineare Darstellungen

§1.1 Definition von linearen Darstellungen

1.1.1 Vorbemerkung
Se1 V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber C und

GL(V) sei die Gruppe der Isomorphismen von V auf V,d.h.
die Menge aller a: V — V,sodass

I. a ist lineare Abbildung von V-V

2. a”' existiert

Wir erinnern:

a”' ist ebenfalls linear

1.1.2 Vorbemerkung

V habe eine Basis:(e,) mit i=1,...,n
Die lineare Abbildunga:V — V wird dann
beziiglich der Basis (e,) durch eine nxn —Matrix

beschrieben : (a;) mit i,j=1...n

Dabei sind die a; folgender mafien definiert:
a(e;) =2 ae,

j
Weiterhin gilt :

—det(A) #0 (denn A ist Isomorphismus)
— Matrixkoeffizienten konnen komplexe Zahlen sein

—GL(V) entspricht den invertierbaren nXn — Matrizen
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1.1.3 Def.:(Lineare Darstellung)

Sei G eine endliche Gruppe . Eine lineare Darstellung

von G in V ist ein Homomorphismus p: G — GL(V)
der Gruppe G in die Gruppe GL(V).

Erinnerung (Homomorphsmus) :

Jedem Element se G wird ein Element p(s)

aus GL(V) zugeordnet,sodass
p(s-t)=p(s)-p(t) fir alles,te G gilt.

1.1.4 Bemerkung:

Sei V endlichdimensional und n sei seine Dimension.

Man nennt "n" dann Grad der linearen Darstellung.

Man nennt V auch Darstellungsraum der linearen Darstellung.

1.1.5 Bemerkung:

Sei (e,) 1=1,...,n Basis von V. So kann jeder
Automorphsmus p(s) durch eine invertierbare Matrix R(s)

d argestellt werden.

Die Eigenschaft des Gruppenhomomorphismws enstpricht
dann gerade der Matrixmultiplikation R(s-t) =R(s)-R(t)
fiir alle s,te G
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Fiir die Matrixschreibweise lautet die Homomorphieeigenschaft :

L (s-t)= Zrij (s)- L (t)

1.1.6 Def.:(Aquivalente Darstellung)

Seien p: G — GL(V) und p':G — GL(V')

zwel lineare Darstellungen.

Man nennt sie dquivalent (oder isomorph), wenn ein

linearer Isomorphismus t:V — V' existiert,der p in

p' transformiert.

1.1.77 Wiederholung (Transformation)

Identitidt :top(s)=p'(s)ot fiir alle se G

1.1.8 Bemerkung:

Falls p die Matrizenfam R(s) und p' die
Matrizenfam R'(s) hat,so bedeutet das,

dass eine invertiertare Matrix T exisitier mit:

T-R(s)=R'(s) T fiir alle se G
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§1.2. Erste Beispiele

1.2.1 Beispiel A

Sei G eine beliebige Gruppe.

Sei C die multiplikative Gruppe der von Null verschiedenen

komplexen Zahlen.

Dann wird eine lineare Darstellung p: G — C* vom Grad 1
definiert, wenn man p(s) =1 fiir jedes se G setzt.
Diese lineare Darstellung nennt man die Einsdarstellung

oder triviale Darstellung.

Beweis:
Sei s,te G dann gilt p(s) =1 und p(s) =1, daher gilt
p(s)p(s) =1=p(st)

1.2.2 Beispiel B
Seit G =S_,dh. die Gruppe der bijektiven

Abbildungen s: (1,...,n) — (1,...,n)

Sei V ein n —dimensionaler Vektorraum und (e,) eine Basis von

V mit i=1..n.
Ist se G eine Permutation,so wird mit p(s)(e;) = (e, )eine

lineare Darstellung p: G — GL(V) definiert.

Bewelis :

Sei s,te G dann gilt
p(st(e;) = (e,,,) = (e,.),)) =P()(e,) = PpE)P(D)(e,)) = (p(Hp(s))e,)
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1.2.3 Beispiel C
Sei g die Ordnung der Gruppe G.

Sei V= C[G] der Vektorraum der Abbildungen f:G — C.

Spezielle Elemente von V :

Fiir te G seien

e (s)= {1,falls s =t,0 sonst

V besitze eine mit den Elementen t von G indizierte Basis (e,)

Fiir se G sei p(s) die Abbildung,die (e,) in (e,)
transformiert,d.h. p(s)(e,) =e,

Dann wird durch p:G — GL(V) eine lineare Darstellung

definiert,die man reguldre Darstellung nennt.

Beweis:
Sei a,be G dann gilt
p(ab)(e,) = (e, = (€,,) =P(a)e,) = pa)p(b)(e,)) = (pa)p(b))e,)

§1.3 Teildarstellungen

1.3.1 Def.(Teildarstellung)

Sei p: G — GL(V) eine lineare Darstellung.
Sei W ein linearer Untervektaraum von V,der in variant

unter G ist, d.h. es gilt fiir allese G :

aus x e W folgt p(s)(x)e W .
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Die Einschrinkung p(s) auf W ist dann ein

Automorphismus p” : G — GL(W) von W und es gilt:
P (s-)=p (s)-p" (L)

Die Einschrinkung von p(s) wird

Teildarstellung (von p) auf W genannt.

1.3.2 Wiederholung (Direkte Summe)

Sei V ein Vektorraum und W, W' zwei Unter —

vektorraume von V mit WNW'=0 und WU W'=V.

Dann heif3t V direkte Summe von W und W', wenn

sich jedes x € V eindeutig in der Form

X=w+w mitwe W und w'e W'

schreiben lasst.

1.3.3 Bemerkung.

Wenn V direkte Summe von W und W' ist schreibt
man auch V=W o® W'

und bezeichnet W' als Komplement von W in V.
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1.3.4 Def.(Projektor)

Die Abbildung p,die jedem x€ V mit x =w + W'
(we W,w'e W') seine Komponente w zuordnet,
heilt (zu der Zerlegung V =W @ W'gehoriger)
Projektor von V auf W.

1.3.5 Bemerkung

Das Bild von p ist W und fiir xe W folgt p(x)=x.

1.3.6 Satz 1:

Sei p:G = GL(V) eine lineare Darstellung und W ein

unter G 1n varianter linearer Unterraum von V.

Dann gibt es einen Komplement W® von W in V,

das unter G 1n variant ist.
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1.3.7 Beweis:

Sei W' ein beliebiges Komplement von W in V.
Sei p der Projektor von V auf W.
Wir bilden das "arithm. Mittel p° der

transformierten von p durch die Elemente von G" d.h.

p’ :lZp(t)opop(t)"l(g Ordnung vovee —n Q).

g teG
Wir zeigen:
1) p’: VoW
a) p"(V)STW b) p’(w)=w
2.) Fiir alle se G gilt p(s)op’ =p° op(s)

Sei W’ =kern(p’). Dann ist V=W @ W, und nach 1.) ist
p’ Projektion von V auf W bzgl. dieser Zerlegung.

Sei ve V ,dann gilt offenbar,v=p’(v)+v—p°(v).

Hierbei ist p’(v)e W. Ferner ist (V—pO(V))E kern(p’) =W’
denn,p”(v—p°(v))=p"(v)—p’(v) =0.

Also ist V=W + W". Die Summe ist auch direkt,

dh. WNW° =3 (Ubung)

Nach 2.) ist W’ invariant unter G. Sei w’e W°.

Fiir alle se G ist zu Zeigen: p(s)(w”)e W'.
Nach 2.) gilt (p® op(s)kw")=(p(s)op* kw") =p(s)(p*(w")) =0

nach der Definition von W°.
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la) fir ve V gilt:

popop)™Jv)=pmplp®) ™ (v))

p(t)"(v)e V,da p lineare Darstellung mit Darstellungsraum V.

p(p(t)_l(v))e W,da p Projektion von V nach W.
p(O(plP® ™ (v))e W,da p(t)(w) in variant.

Ib) fiir we V gilt:

p®epep®™Jw) =ppp® " (w))

p(t) " (w)e W, da p(t)(w) invariant.

P(P(t)'l(w))=p(t)'l(w),da p Projektion von V nach W.

PP (W))=w

Somit folgt p”(w) lep(t)opop(t)_l(w) :lZw =é-g W =W

teG g teG
2.) Z.z. fiir alle se G gilt p(s)op’ =p’ o p(s)

Wir berechnen mit se G

p(s)ep’op(s)” =p(s)eo FZp(t) opo p(t)l} op(s)”

g teG

1 1 -1
— —Zp(s) op(t)op-p(t) op(s)

g teG

| 1 0
:—Zp(s-t)opop(s't)_ =P

g teG
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1.3.8 Bemerkung

Sei V die direkte Summe zweier unter G in varianter
Untervektorriume W und W°. So iibertrigt sich die
eindeutige Projektionsaufspaltung

X =w + w'fir ein x e V auf

P(I(X) = p(s)(W) +p(s)(W")

Das heifit fir we W und w’ e W°
gilt p(s)(w)e W und p(s)(w’)e W’

Die lineare Darstellung von G in W und

die lineare Darstellung von G in W’ bestimmt

also die lineare Darstellung von G in V.

§1.4 Irreduzible Darstellungen

1.4.1 Def. (Irreduzible Darstellung)

Eine lineare Darstellung p: G — GL(V) von G in V

hei3t 1rreduzibel, falls kein echter ,nicht trivialer Untervektaraum

von V exisiert,der in variant unter G ist.

1.4.2 Bemerkung

Eine irreduzible Darstellung kann nicht als direkte

Summe zweier Teildarstellungen geschrieben werden.
1.4.3 Satz 2:
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Jeder lineare Darstellung ist in eine direkte Summe

irreduzibler Teildarstellungen zerlegbar.

1.4.4 Beweis (durch Induktion nach dim(V))

Sei p eine beliebige lineare Darstellung von Gin den
Darstellungsraum V.Wir setzen den

LA. bei dim(V)=1

Fir dim(V) =1 ist jeder Untervektorraum U =V oder
V selbst. Also ist p bereits irreduzibel. ok.

[.LAnnahme.: Jede lineare Darstellung mit dim(V)<n

ist in irreduzible Teildarstellungen zerlegbar .

LS.:Sei p jetzt eine beliebige lineare Darstellung
mit dim(V)=n2>1.

Dann ist p entweder bereits irreduzibel, (dann

ist nichts zu beweisen) oder es existieren nach Satzl
zwel echte Unterrdume V' und V" von V mit
V=V'®@V" die in variant unter G sind.

Hierbei ist dim(V') <dim(V) und dim(V"') < dim(V)

Nach LV. ist V'=V' ®..®@V' und V'=V" ®...OV" mit

irreduziblen V' j und V"j

Somit ist V=V' ®...8 V' ®V" ®..OV"

UNIVERSITAT
SIEGEN
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§1.5 Tensorprodukt

1.5.1 Wiederholung (Tensorprodukt von Vektorriumen)

Seien V, und V, zwe1l Vektorrdume.

Ein Vektorraum W zusammen mit einer Abbildung von

V, XV, nach W mit (x,,x,) = X, ®x, heiit Tensorprodukt

von V, und V,,wenn die folgenden beiden Eigenschaften

erfillt sind:

I)Das Produkt x, ® x, ist linear in beiden Argumenten.

2) Fir zwei Basen (e,) (1=1....,dim(V,)) von V, und
(e,,) (j=L...dim(V,)) von V,,ist ¢, ®e, , eine Basis von W.

Man schreibt auch W=V, ®V,

1.5.2 Definition (Tensorprodukt von linearen Darstellungen)

Seien p': G — GL(V,) und p°: G — GL(V,) zwei gegebene

lineare Darstellun gen einer Gruppe G.
Fir jedes se G definiere p(s) aus GL(V,®V,) :

P(s)(x, ®x,)=p(s) (x,)®p(s)*(x,) fiir alle x, € V,,x, €V,
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Man schreibt auch : p(s) = p(s)' ® p(s)*

Pr oposition

Die Abbildung p: G — GL(V, ® V,) definiert einen lineare

Darstellun g. Sie hei3t Tensorprod ukt der gegebenen
linearen Darstellungen p' : G — GL(V,) und p’:G > GL(V,).

1.5.3 Bemerkung (Tensorprodukt in Matrizenform)

In Matrixschreibweise lasst sich ebenfalls

das Tensorprodukt formulieren.

Seien zwei Basen (e; ) von V, und (e, ) von V, zusammen
mit den zugehorigen Matrixformen r, ; (s) von p'(s) und

(r,,) von p'(s) gegeben.

Das Bild eines Basisvektors von V, ® V, ist

dann gegeben durch:

p(S)(ejl 'ejz) = Zril,jl(s) "l (s)-e; ¢,
i1
wegen

p'(s)e;) = Zrﬂ’jl (s)-e, und p*(s)(e,) =D 1, ,(5) e,

121
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