CHAPTER 2

Darstellungstheorie




2.1 Der Charakter einer
Darstellung




Spur einer Matrix

Sel V ein Vektorraum mit der n-elementigen Basis
(e) und sel a eine lineare Abbildung von V in sich

selbst mit der Matrix (aij). Mit Spur wird folgender
Skalar bezeichnet, wobei A der I-te Eigenwert von
a Ist (mit Multiplizitat gezahilt):

TF(G)ZZ an:zi: A,



Charakter einer Darstellung

Sel p: G- GL(V) eine lineare Abbildung der
endlichen Gruppe G in den Vektorraum V. Der
Charakter von p ist fir s€G folgende Funktion x :

Xo:GGL(V)  x,(s)=Tr(p(s))=Tr(p,)



Proposition 1: Eigenschaften des
Charakters

Sel x Charakter einer Darstellung p des Grades n.
Seien s,teG. Es gilt Folgendes:



Proposition 2: Charakter von
Summe und Produkt
Seien p': G- GL(V,) und p*: G- GL(V,) zwel
lineare Darstellungen von G, x, und x, seien ihre

Charaktere. Dann gilt fur direkte Summe und
Tensorprodukt Folgendes:

l. Xpl@pzzxpﬁ X

1 Xp1®p2:Xp1.Xp2



Vorbereitung Proposition 3: Symmetrisches
und alternierendes Quadrat

Sei V Vektorraum mit Basis €15---5€,. Dann hat V®YV die
Basis e;®e; (1<i,j<n).

Definition:
Sei Sym’(V) definiert als der Unterraum von V®V' mit der
Basis ¢;8¢e;+e;®e; (1<i<j<n).

Sei Altz(V) definiert als der Unterraum vonV®V mit der
Basis e,®e . —e ®e, (1<i<j<n)

Satz: , ,
i.Es gil: V®V=Sym (V) Alt (V)
I.Sym?(V) und Alt>(V) sind G-invariant.



Proposition 3: Symmetrisches und
alternierendes Quadrat

Sel p: G- GL(V) eine lineare Darstellung von G
und sei x ihr Charakter. x> und x. seien die
Charaktere von symmetrischem Quadrat Sym+(V)
und alternierendem Quadrat Alt*(V). So qilt:

L xels)=5 (x(s +x(sY)

i xa(s)= (x(s) = ()

i, Xols)+xa(s)=x"(s)



2.2 Lemma von Schur




Proposition 4: Lemma von Schur

Seien p*: G- GL(V,) und p* G- GL(V,) zwel
irreduzible Darstellungen von G und sei f eine
lineare Abbildung von V_ inV,, sodass p_“of=fop *

fir s€G. Dann qilt:
I. p* und p? nicht isomorph => =0

ILV,=V_ und p'=p? => f ist skalares Vielfaches von id



Korollar 1

Sel h eine lineare Abbildung von V, nach V., und
sel hO:$Z(pf)_1hp3 gesetzt:

teG

I. p* und p? nicht isomorph => h°=0

ii. V.=V, und p'=p* => h° ist eine Multiplikation mit
Faktor (1/dim(V,))Tr(h)



Vorbereitung Korollar 2/3

Sei teG und seien p* und p?in Matrixform
gegeben:

915(ri1‘(t))1si j<n ptZ:(riZj(t))lﬁ j<n
Die lineare Abbildung h sei durch die Matrix (x;)
definiert. Dann gilt fur die Matrix (xi;,) von he;

” Zrl] JJ il(t)

gt]]



Korollar 2/3

I. pt und p? nicht isomorph

> LY ri;(t =0 fir beliebige i

g i vl

iIl. V.=V, und p'=p?, beide mit gleicher Matrix

(rij(t))lsi,an




Definition:

Setze<<1>,‘P>=éZG<I>(t)‘P(t).

Eigenschaft: Falls W Charakter ist, gilt W(¢)=w (¢")

und <@,w>=§;¢<r>w<fl>.




Bemerkung

Damit verkirzen sich die beiden letzten Aussagen
ZU:

I.p* und p? nicht iIsomorph
=> (17,0 =0

ILV,=V, und p*=p?, beide mit gleicher Matrix

(rij(t))lsi,an

=> <rizjz’rj1i1>:dim<vl) LRV e



2.3 Orthogonalitatsrelationen fur
Charaktere




Vorbereitung Theorem 3

Seien ® und W zwei komplexwertige Funktionen
auf G. Ein Skalarprodukt wurde folgendermalien
definiert (wobel g die Ordnung von G Ist):

1 -
(@,9)= 2, @)W ()
teG
Fir ¥(¢):=w (") gilt (beachte: ist W Charakter,
dannist W (t)=w(t)):




Theorem 3

I. Sel x der Charakter einer irreduziblen
Darstellung, so ist{x, x)=1.

Il.Selen x und x' Charaktere zweler irreduzibler
nicht-isomorpher Darstellungen, so ist

(x,x')=0.



Theorem 4

Sel p: G- GL(V) eine lineare Darstellung mit
Charakter ®. Sel V=W,®...®W, eine Zerlegung
In irreduzible Darstellungen.

Sei W eine irreduzible Darstellung mit Charakter
X, SO Ist die Anzahl der zu W isomorphen W,

gleich dem Skalarprodukt (®, x).




Korollar 1/2

I. Die Anzahl der zu W isomorphen W, hangt nicht
von der gewahlten Zerlegung ab.

Il.Zwel Darstellungen mit gleichem Charakter
sind isomorph.



Theorem 5

Seil ® der Charakter einer Darstellung V, so qilt
(D, D) ist eine positive ganze Zahl, und es gilt

(®,P)=1 genau dann, wenn V irreduzibel ist.



| iteratur

« Jean-Plerre Serre, Representations of finite
groups. Springer 1977, Graduate Texts In
Mathematics 42, S.10-17



Beweise

Bemerkung (Spur einer Matrix):

ch,(x)=det(x-I,—a)=x"—t-x""+..£"d=] [ (x=®)  ®, ...\, sinddie EW

t=Tr(a) , d=det(a)
Proposition 1:
i. Sei p(1)=1 ,s0 gilt x(p(1))=Tr(p(1))=Tr(1)=dim(V)=n.

ii. xp(s)=Zil X:Zil A =Tr(p(s) ) =Tr(p(s )= x,(s )=x,(s"")

Erlduterung zu a,=»':
Da G endlicher Ordnung, gilt p(s)*=1 fiir geeignetes N.
Dabher: Ist ». EW von p(s), dann gilt »"=1

(denn Tlp(S)T=(... . ) (T7p(s)T)'=T""p(s)"T=1 ).

Insbesondere gilt [rj=1, 1=P=in, d.h. Z=t=i".
ii. Seien s,teG. Seien u:=s und v:=r", so gilt aufgrund der
Kommutativitdt der Spur:

Tr(tst™)=Tr(uv)=Tr(vu)=Tr(t " ts)=Tr(s)

Proposition 2:
i. Sei sec und seien o' und p* in Matrizenform als r und r’

gegeben.

R, ©

0 R

S

Dann gilt fiir die Matrix r, von v,ev, : R=




Fiir die Spur gilt somit: 7r(R,)=Tr(R!)+Tr(R?)
Damit gilt fiir die Charaktere: . .(s)=x,(s)+x,(s)
ii. Seien p' und p* erneut in Matrixform gegeben und sei seG.

Ihre Charaktere seien y | Zr (s) und y, Zr

Fiir das Tensorprodukt gilt Folgendes:
Xoop ZF Zr izriziz(s)_x X

Proposition 3:

Sei sec. Es werde eine Basis (e) aus Eigenvektoren von V

gewdhlt. Dann gilt fiir den Charakter: x(s Z Moox(S)=2M

(Denn: Die Matrix von p(s) bzgl. der Basis (e) ist gleich

Ay o . A .. O

_________ . Dann ist die Matrix von p(s*) gleich |.. .. ..|.

0 A, 0 .. A
Damit ist x(s?) Zx )

i. Der Charakter des symmetrischen Quadrats ldsst sich nun wie
folgt berechnen:

Sei egeq+eme, (1<i<j<n) die Basis von Sym?(V). Dann ist
(p.®

(ps®ps)(ei®ej+ej®e) )(ei®ej) (ps®ps)(ej®ei)—ps( i)®ps( j>+ps( j)®ps( i)
p.(e)op,(e)+p,(e,)®p,(e)=he®@h e+) e ®he=NN(e®e +e ®e).

Somit gilt fiir den Charakter:



RO RSSO RSHO WSS WHEIDWIETINY
(Denn nach dem bin. Lehrsatz gilt (3 3,)'=3 22423 n3,.)
Dies lasst sich zusammenfassen zu Xi(s):%( x(s)P+x(s%) .

ii. Fiir das alternierende Quadrat gilt:

Sei e®e—ewme, (1<i<j<n) die Basis von Sym*(V). Dann ist
(ps®ps)(ei®ei_ei®ei):(ps®ps)(ei®ej)_(ps®ps)(ej®ei):ps(ei)®ps(ej)_ps(ej)®ps(ei)

p.(e)®p,(e;)—p,(e;)®p,(e;)]=he®h e~k e®he=hh (e®e—e ®¢).
Somit gilt fiir den Charakter:
Kls)= X n =3 (X 0 =5 (X a) =5 ()= x(s7)

iii. Damit gilt fiir ihre Summe:

2

Xl ()= (s ex(s ) (x (s =x(s")=x(s)

Proposition 4:
i. Sei r=0.Sei w, der Kern von f. Wir zeigen, dass w,

invariant ist. Dazu sei xew, .
Dann gilt (fep!)(x)=(pf)(x)=p(f(x))=0 .
Daraus folgt, dass p.(x)eW,,
Somit ist w, unter G invariant.
v, ist irreduzibel, damit gilt w,=v, oder w,=o0.
Der erste Fall entféallt, da hieraus f=0 folgt, was der

Voraussetzung =0 widerspricht. Damit ist f injektiv.



Aquivalent ergibt sich fiir das Bild w, von f: w,=v,.
Damit ist f surjektiv.
Also ist f ein Isomorphismus von v, auf v,.

ii. Seien v,=v, und p'=p?. » sei Eigenwert von f (Eigenwert ist
Existent, da c¢ der Skalarkorper ist). Sei f:=f-i-id gesetzt.
» 1st Eigenwert, somit iSt Kern(f')=0.
Nach Voraussetzung gilt p2-f'=f-p!. Dies ist nur erfiillt fiir
f'=0 (nach Teil i, denn wenn f'=#0 dann ist Kern(f')=0). Damit

gilt f'=f-n-id=0 d.h. r=xr-id, d.h. f ist skalares Vielfaches.

Korollar 1:
i. Zundchst wird p?n’=n’! liberpriift. Dies folgt aus:

_ _ _ 1 _
(p3) '’ ps==2_ (p2) " (p;) " hp,p,==_ (pz) ' hp,=h’

dicc teG

Damit gilt nach dem ,,Schurschen Lemma“ fiir o' und p?
nicht isomorph »’=o0.
ii. Zundchst gilt fiir die Spur von »’:

Tr(ho):éz Tr((p?) 'hp!)=Tr(h) (Denn: Nach Vor. ist p'=p?.

teG
Damit ist (p?)"hp/=(p!) " hp!=h.)
Das ,,Schursche Lemma“ besagt fiir v,=v, und p'=p*, h’=a-id.

Tr (h)

Damit gilt 7r(h)=1r(r")=Tr (A-id)=dim(v,)-% , d.h. x:dim(v -




Korollar 2/3:

’zi’_E > r,(t")x,,r,. (o) istlinearin x . Fir o' und o* nicht
tjisa

isomorph gilt nach Kor.1 x° =0 fiir jedes mogliche x,, .
Somit gilt die Behauptung.

ii. Im Fall v,=v, und p'=p* gilt »’=»x.id. Wir wahlen eine
beliebige Matrix x=(x,),., ...

Damit ist nach Kor.1 (x!,)=x5,, , wobei s, Kronecker-Delta

Z X i,
istund r=———. Damit gilt:
dim(V,)
1 _
_Z_rizjz(t )XJJr] 26 611 Jada

dzm
Wir kénnen beide Seiten als Polynome auffassen. Ein
Koeffizientenvergleich ergibt die Behauptung.
Theorem 3:

i. Sei p:G»cGL(v) eine irreduzible Darstellung mit Charakter x

und Matrixform sei (r,(r)). Dann gilt x(: Z r.(c) . Hieraus folgt

)

zusammen mit Korollar 3:

2.9,
<X;X>:Z<rii:rjj>:d;;1( ) dlm _1 (denn 26 Zl)

dlm

ii. Seien p und p' irred. Darstellungen mit Charakteren x und x'

und Matrixformen (r,(¢)) und (r,'(t)).

)



Gemal Korollar 2 gilt:
(X )= 2 (rsry ) =0

Theorem 4:
Sei y. der Charakter von w,.
Nach Proposition 2 gilt: o=y,+..+x,

Somit gilt aufgrund der Linearitdt des Skalarprodukts:
(@, X) =X )+ X X

Nach Theorem 3 gilt (x,x)=1 bzw. (x,x)=0 fiir w, isomorph zu

w bzw. w, nicht isomorph zu w. Daraus folgt die Behauptung.

Korollar 1/2:

i. Die Formel fiir die Anzahl ist unabhdngig von der gewdhlten

Zerlegung.

ii. Nach Korollar 1 enthalten zwei isomorphe Darstellungen
jede irreduzible Darstellung der Zerlegung gleich oft. Hieraus

kann die Behauptung leicht gefolgert werden.

Theorem 5:

Sei v=mw,e..em,w, mit meN, (wobei mw Abkiirzung fiir

we...ow ist) Zerlegung von V. yx, sei der Charakter von w,.

m—mal

Dann gilt m=(o,y,). Damit gilt (o,0)=3 m}>1

6



(denn: <<D:<D>=<<D,Zil m,-xl->=Zil m.-<<1>,xi>=Zil mm; ), Somit kann (®,®)=1 nur

gelten, wenn ein m=1 und alle anderen m=0 mit j=i. Dies ist

dquivalent zur Irreduzibilitat.
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