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1 Beispiele fiir Gruppen

Zuerst sehen wir uns einige Gruppen und deren Eigenschaften an.

Definition 1. Sei C,, die Gruppe der Potenzen 1,r,...,r"~ ! mit r™ = 1. Die
Gruppe C,, kann als Gruppe der Rotationen um 2’;’“ um eine Achse aufgefasst
werden.

Lemma 1. C,, ist abelsch und hat Ordnung n.

Definition 2. Sei D,, die Gruppe der Drehungen und Spiegelungen, die ein
regelmdfiges n-Eck erhalten. D, heifst Diedergruppe und es ist

D, = (r,s|r" =s? =1,srs =7 1).
Lemma 2. Es gelten
1. srks =r=F und (sr*)2 =1

2. jedes t € D, lisst sich ( mod n) eindeutig schreiben als t = r* (falls
t € C,) oder als t = sr*.

3. D,, hat Ordnung 2n.
Definition 3. Sei I := (1,7|72 = 1) und D, , := D,, x I.

Bemerkung 1. Fasst man D,, als Gruppe der Drehungen und Spiegelungen in
R3 auf so kann 7 als Spiegelung am Ursprung interpretiert werden.

Lemma 3. 1. jedes t € D, ) kann eindeutig geschrieben werden als

t=7rFt=srk t =7rF oder t = rsr*.

2. Es gilt | Dy 1| = 4n.

Definition 4. Die Gruppe aller graden Permutationen einer Menge {a,b,c,d}
heifit alternierende Gruppe 2. Die Gruppe kann als Gruppe aller Drehungen,
die ein regelmdijiges Tetraeder in sich dberfiihren aufgefasst werden. Sie besteht
aus folgenden 12 Elementen:

1. Der Identitat Id
2. 8 Elementen von Ordnung 2:
z:=(ab)(cd), y:=(ac)(bd), z:=(ad)(be)



3. 8 Elementen von Ordnung 3:
(abce), (ach), (acd), (adec),
(abd), (adb), (bed), (bdec).
Um die Struktur der 2(4 zu verstehen zitieren wir 2 Sitze aus der Algebra:

Satz 1. Jede Permutation ldsst sich als Produkt paarweise diejunkter Zykel
schreiben.

Satz 2. Seien o,m € &, mit 7 = (af ... al )(aF ... &2 ))...(a}

ni
2<ny <ng <...<Nny,. Dann gelten

m
Mm

oo™ ) mit

1.

oro ' = (o0q ... ooy, )...(0af ..ol ).

Mom

2. Sei o = (B} ... 5;1)(5{ ﬁ,lcl) mit 2 < k1 < ... < k;. Dann ist 7
konjugiert zu o genau dann wenn gelten | =m und k; =n;Vi =1,...,m.

Mithilfe dieser Sdtze und durch einfaches nachrechnen ergibt sich folgendes
Lemma:

Lemma 4. Seien t := (a b ¢), K := {Id,t,t*} und H := {Id,z,y,2}. Dann
gelten

1tot P =z tyt "=z undtzt~ ' =y.

2. K 1ist Untergruppe von 2.

3. H ist Normalteiler von A,.

4. Esist HN K = {Id}.
Lemma 5. Fir das semidirekte Produkt KH = {kh|k € K,h € H} gilt KH =
Ag.

Beweis. Man zeige zunaichst, dass K H Untergruppe von 24 ist. Fiir k, k1, ko €
K und h, hqi,he € H gelten

1. Da H Normalteiler ist ist k{lhlkg € H und

(k1hy)(k2ha) = kiks ky *hiko ho
SN~ N——

€K cH
N———
€H

2. Esist
(kh)y ' =hk =k ERT R
~ ——
€K €H

Es gelten |H| = 4 und |K| = 3. Man zeige |KH| = |K||H| = 12 indem man
zeigt, dass f : K x H > (k,h) — kh € K H bijektiv ist. Da f nach Konstruktion
surjektiv ist bleibt nur die Injektivitit zu zeigen: Angenommen es ist kih; =
kohso, dann folgen ky 'k = hohy' und wegen H N K = {Id} auch k; = ko =
hy = ho = Id.

Damit ist K H eine Untergruppe von Ordnung 12 von 24 womit gilt KH =
4. O



Mit den obigen Sdtzen und Lemmata ergibt sich auch das folgende Lemma:

Lemma 6. 2, hat die vier Konjugationsklassen

{1d}, {x.y.z}, {t,tz,ty,tz} und {£*, 3z, %y, t%2}.

2 Beispiele fiir lineare Darstellungen

2.1 Die zyklische Gruppe C,

Da C), abelsch ist haben nach Thrm 9 in [1] alle irreduziblen Darstellungen
Grad 1. Solch eine Darstellung ordnet jedem r € C), ein x(r) = w € C zu.
Wegen 7™ = 1 folgt w" = x(r") = 1 und damit w = e*%" mit o = 0,1,;n — 1.
Man erhélt also n irreduzible Darstelllungen mit Charakteren xo, x1,-- -, Xn—1,
die durch ‘

xn (%) = 5

27

gegeben sind. Fiir das Beispiel n = 3 setze w = ™3 . Fiir die Charaktere gilt
dann:

[ V)

1 r» r
xo |1 1 1
x1 |1l w w?
x2 |1 w? w

2.2 Die Gruppe D, fiir grade n
Da fiir gerade Exponenten n gilt
pr") = ()" = 1

folgt p(r) = £1. Somit erhalten wir vier irreduzible Darstellungen von Grad 1
durch alle moglichen Zuordnungen von +1 auf r und s. Fiir die Zugehorigen
Charaktere Wy, Wo, U3, Uy gilt dann

‘ rk srF
U, 1 1
Uy 1 -1
Uy | (=DF (=)
U, (_1)k (_1)k+1

Beschéftigen wir uns nun mit den Darstellungen zweiten Grades:

2mi

Lemma 7. Sei h € Z. Setze w = e™» . Dann wird duch

Ph(rk) = (wgk Ohk)

w

0 whk
Ph(STk) = (whk 0 )

eine lineare Darstellung p" von D,, definiert.

und



Beweis. Man zeige die Linearitdt fiir alle moglichen Kombinationen von Pro-
dukten von Gruppenelementen. Es gilt

1.
o , wh(ker) 0
Pty = ph () = ( 0 whk+m) | =
whk 0 whm 0 m
(0 ) (%07 ) =000
2. bt
m m— wtm= 0
Pty =ty = (L)
0 wh 0 whm m
= (whk 0 )(whm 0 :ph(srk)ph(sr )
3. P
0 w™ m
h k,.m\ _ _h k+my _
o (sr¥em) = ol (s )—(dmﬂm . )
0 w—hk‘ whm 0 N ks Frm
(e “0 ) (50T S0 = et
4.

hykoomy _ hfom—ky _ 0 w™h(m=k)
ks = o) = (L

O

Die Darstellung ist induziert von der Darstellung von C;, und hingt nur von

der Restklasse h mod n ab. Desweiteren sind p" und p"~" isomorph, sodass
wir 0 < h < 7 annehmen kénnen. Hierbei sind die Félle h = 0 und h = 3
uninteressant, da die zugehorigen Darstellungen reduzibel sind (Sie besitzen die
Charaktere WUy 4+ Uy beziehungsweise U3 + Uy.).
Fiir 0 < h < % ist die Darstellung p" irreduzibel, da w" # w™" gilt und
die einzigen unter p"(r) stabilen Geraden die Koordinatenachsen sind, diese
aber gegeniiber p”(s) nicht invariant sind. Analog lisst sich begriinden, dass die
Darstellungen paarweise indquivalent (nicht isomorph) sind. Die entsprechenden
Charaktere sind gegeben durch

wihk mwih 2 hk
Xn(rF) = WP whh = ePHE e T 9005 28
und
xn(stF) = 0.

Fiir die Quadratsumme der Grade der Darstellungen gilt
4x 1%+ (g 1) x 2 =20 = ord(D,).

Folglich gibt es keine weiteren irreduziblen Darstellungen von D,,.
Beispiel: Die Gruppe Dg hat 4 irreduzible Darstellungen von Grad 1 mit
Charakteren ¥y, ..., ¥y und 2 Darstellungen von Grad 2 mit Charakteren x1, x2.



2.3 Die Gruppe D, fiir ungrade n

In diesem Fall gibt es nur 2 irreduzible Darstellungen von Grad 1 mit Charak-
teren Wy, Wy, sodass gilt:

Die Darstellungen p" von Grad 2 seien definiert wie fiir grade n. Analog zu
oben sind die Darstellungen mit 0 < h < § irreduzibel und paarweise indquiva-

lent. Da n ungrade ist gilt dies wenn 0 < h < ”7_1 erfiillt ist. Diese Darstellungen

sind die einzigen. Fiir die Quadratsumme der Grade der Charaktere gilt

n—1

2x 1+ x 2% = 2n = ord(D,,).

2.4 Die Gruppe D,

Mit Thrm 10 in [1] ergeben sich die irreduziblen Darstellungen von D,, ;, derje-
nigen von D,, und derjenigen von I.

Die Gruppe I hat nur 2 irreduzible Darstellungen , jeweils von Grad 1, deren
Charaktere g und u gegeben sind durch

1 T
g |1 1
u |1l =1

Die Quadratsumme der Grade ist wieder 2.
Es gibt doppelt so viele irreduzible Charaktere von Dy, wie von D, da jeder
Charakter x von D,, zwei Charaktere x, und x, von Dy,, definiert. Fiir x € D,,
gilt:

x(z)  x(z)
x(z)  —x(=)

Xg
Xu

So entstehen beispielsweise aus dem Charakter x; von D, die Charaktere
X1u Und 14 von Dy, sodass

rk srk Trk Tsrk
X1g | 2cos % 0 2 cos % 0
27k 27k
X1u | 2cos =% 0 —2cos == 0

gilt. Bei den anderen Charakteren lésst sich analog vorgehen.

2.5 Die Gruppe 2,

Die Gruppe 24 besitzt 4 Konjugationsklassen und daher 4 irreduzible Darstel-
lungen (Thrm 7 in [1]). Da mit K := {Id,t,t*} und H := {Id,x,y,z} gilt
KH = 24 und da K zyklisch ist ergeben sich 3 irreduzible Darstellungen



Po, P1, p2 von Grad 1 von 4 aus denen Darstellungen pg, p1,p2 von K. Man
erhilt sie indem man p;(kh) = p(k) setzt. Entsprechend haben sie die Charak-
tere x;(kh) = x(k).
Fiir den letzten Charakter ¥ nutzt man Prop 5, Cor 1 und Cor 2 ([1] Kapitel
2, Seite 18): Nach Cor 2 gilt fiir Grade n; der Charaktere ) . nf = g. Somit
folgt

12=12+1%2+1%2+ &%,
also d = deg(¥) = 3. Bezeichne r¢ den Charakter der reguliren Darstellung.
Nach Cor 1 gilt

1 _ Pr 5 1
3=deg(¥) = (re,U) == > ra(s H¥(s) =" —gW(1) = V(1)
gsEG 9
Man setzt w = e 5 = —% + @l und erhalt mit Cor 2:
1.
Tg(SC):OZZ’ILiXi(I)ZIX1+1X1+1X1+3Xy = Ux)=-1
2.
ra(t)=0=> nixi(t) =1x1+1lxw+lxw’ +3xy =¥(t)=0
3.

ra(t) =0=> nixi(t) =1x1+1xw’+1xw+3xy = V() =0.

Damit erhilt man folgende Charaktertabelle von 2{,:

1 =zt #
w1l 1 1 1
X2 |1 1 w w?
3|1 1 w? w
vi3 -1 0 0
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