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Fir jede reelle Basis a,b von € nennt man die
additive Untergruppe

'=Z*a+Zxb={ma+nb:m,neZ|<C

ein Gitter.

Eine Untergruppe von | heildt Flachengruppe,
wenn ihre Translationsvektoren ein Gitter bilden.



Minimale Vektoren
Satz:

Jede nicht-leere Teilmenge M cTI eines Gitters I'
enthalt einen minimalen Vektor

d.h. einen Vektor a mit |a|<|z| fur alle zeM

Beweis: Fiir jedes s>0 ist B:={zel:|z|<s}endlich.
Sei I'=Zxa+2Zx*b . Die Funktion

f:R*-R, f(x,y):=|xa+yb’]
nimmt auf der Kreislinie mit der Gleichung X +y’=1
ein Minimum m>0 an.
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Dann gilt
fx, y)zm*(x"+y7)
fir alle (x, y)eR® .

Aus xa+ yb € B folgt
m*( x>+ )< f(x, y)<s’

Wegen x, y€ Zsind nur endlich viele
Koeffizienten x, y moglich.



Quadratische und hexagonale Gitter

Man nennt o €0 eine Symmetrie des Gitters I'
wenn ¢(I')=T ist.

Alle Symmetrien bilden die
Symmetriegruppe 2. (T)<0

Jedes Gitter besitzt die Symmetrien *id .



Samtliche Drehsymmetrien eines Gitters I' bilden
eine zyklische Gruppe, die zu C,, C, oder C,

Isomorph ist.

Beweis: Sei ¢ minimaler Vektor inT'\{0} .
Auf der Kreislinie S=C mit der Gleichung |z|=|c|
liegen hochstens sechs Gitterpunkte.



Gabe es mehr als 6 Punkte, so hatten zwei
Benachbarte, nennen wir sie a,b,

Einen Abstand la-bl, der kleiner ist als die Kante
eines regularen Sechsecks mit Ecken auf S.

Diese Kantenlange eines regularen Sechsecks
auf S ist Icl.

Also gabe es sonst zwel Gitterpunkte a,b mit
0<|a—b|<|c|, was der Minimalitat von c

widerspricht.



Da mit jedem c€1l’ auch —c zu I' gehort, ist die
Anzahl der Gitterpunkte auf S gerade,

also = 2,4 oder 6. Angenommen, z—az mit |a|=1
ist eine Drehsymmetrie von I'. Dann liegen auf S die
Gitterpunkte a"c fir alle n€Z

Je nachdem ob es auf § zwei, vier oder sechs
Gitterpunkte gibt, ist

ae({xl},e{*1,+i]

oder

T 13
elxl,>w,*w |mitw:=e"



Da alle Drehsymmetrien von I' eine Gruppe
bilden, kommen wegen zuvor genanntem nur die
Gruppen C,, C, oder C,in Frage.
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. Gitter mit der Drehsymmetriegruppe C, heilden
quadratisch

- Als Basis von I kann man (c, ic) mit minimalem ¢
wahlen

« Gitter mit der Drehsymmetriegruppe C6 heilden
hexagonal

- Als Basis vonT" kann man (¢, wc) mit minimalem ¢
wahlen

— In beiden Fallen ist die Spiegelung an der
AchseR*c auch eine Symmetrie von 1" .

Daher ist die Symmetriegruppe die Diedergruppe .
D, oder D,
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quadratisch hexagonal
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Spiegelsymmetrien

Mit jeder Spiegelung €Y (T') gehért auch —o
zu ) (T) .

Die Achsen L. von +¢ schneiden sich senkrecht.
Fir jedes ceTistc*xo(c)EL, .

Die Spiegelsymmetrie o€ Y (I') heildt orthogonal,
wenn T eine Basis a,b mit o(a)=a und o(b)=—>b
besitzt.

Sie heildt rhombisch, wenn es eine Basis der
Gestalt ¢, o(c) gibt.
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Spiegelsymmetrien

Mit jeder Spiegelung €Y (T') gehért auch —o
zu 2 () .

Die Achsen L. von +o schneiden sich senkrecht.
Fir jedes ceTistc*xo(c)EL, .

Die Spiegel

wenn T ein (a,b) bzw. (c,o(c))

besitzt. . .
esitet heillt o-Basis
Sie heildt rh

Gestalt ¢, o



Satz. Jede Spiegelsymmetrie ist entweder
orthogonal oder rhombisch.

Bemerkung: Ist o orthogonal (rhombisch),
so ist auch -o orthogonal (rhombisch).

Beweis: Es ist die Existenz einer o-Basis zu
zeigen.

Seien a bzw. b die minimalen Elemente
von L, NT\{0} bzw. L NT\{0]} ..

Wenn Zxa+Zxb=T ist, ist o per Definition
orthogonal.
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Wenn Zxa+Z*b#1" ist, ist c rhombisch.
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Spiegelachsen eines ...

Orthogonalen ...

Rhombischen ...

Gitters
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Symmetriepaare

Ein Gitter I' zusammen mit einer Untergruppe
G<),(T) nennen wir ein Symmetriepaar (T',G) .
Um alle moglichen Paare zu klassifizieren, wird
folgende Aquivalenzrelation gefiihrt:

Zwei Paare (I', G)und (T ", G ') heien linear
aquivalent, wenn es eine reell lineare Abbildung
®:C—C gibt,sodass T '=®(T)und G =GP

( {Poyod™ | yeG]) gelten. v



Satz: Durch die lineare Aquivalenz werden die
Symmertriepaare in 13 disjunkte Klassen

o

S
S
S

o

c, C, C, C, C, e D, D,

-
-

S
S
S

-

eingeteillt,
die folgendermalden definiert sind:
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< G=C, ,n=1234.6.
< Gistdien— Diedergruppe D,, n=4,6.
=
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G ist eine 1 — Diedergruppe ; die Spiegelsymmetrie o € G ist orthogonal.

< Gisteine |l — Diedergruppe ; die Spiegelsymmetrie o € G ist rhombisch.

-
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< Gisteine2— Diedergruppe ; beide Spiegelsymmetrien + o € G sind orthogonal.

m
=

o

< Gisteine 2— Diedergruppe ; beide Spiegelsymmetrien + o € G sind rhombisch.

ZU D,, und D,

Wenn I' hexagonal ist, besitzt 2. (I')zwei 3-Dieder-
Untergruppen 2, und Z ,

die sich dadurch unterscheiden, dass die sechs
minimalen Elemente.von I'\{0} auf den
Spiegelachsen von <o liegen und keines auf einer
Spiegelachse von Z,, liegt.

Man definiert
(r.G)eD,, & G=), : (I.G)eD, = G=), .



Wenn I' hexagonal ist, besitzt D (') zwei 3-Dieder-
UntergruppengzO und Z,, ,

die sich dadurch unterscheiden, dass die sechs
minimalen Elemente von I'\{0} auf den

Spiegelachsen von 2., liegen und keines auf einer
Spiegelachse von 4., liegt.

Man definiert

(T.G)eD;, & G=2, . (I,G)ED; & G=),



Beweisskizze:

Wir haben gesehen: Zu gegebenem T ist =(T')
stets eine der Gruppen:

C,oder D, mitn=1,2,3,4,6

Ist daher (I, G) ein Symmetriepaar, so kommt
(I', G) in einer der zuvor genannten 13 definierten

Mengen C,, C,, ..., D,, D¢ vor.
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Es bleibt also zu zeigen, dass die Mengen
K:C,, C,, ..., D,, Ds Aquivalenzklassen sind.

D.h. es ist zu zeigen:

st(I, G)und (I'", G') € K, so sind (I, G) und
(I, G’) aquivalent.

(d.h. es gibt eine IRlineare Abbildung
O:C—>C mit ®(I')=d " etc.)
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