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Die Isometrien Drehung und Spiegelung bezeichnet man auch 
als Symmetrietransformationen.
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Die endlich zyklischen Gruppen veranschaulicht als 
Drehgruppe regulärer Vierecke in der Ebene

Elemente der zyklischen Gruppe: Bewegungen, nicht Stellung 
des Quadrats.

C4
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1. Zur Wiederholung
1.3 Zyklische Gruppe

r0 = Drehung um 0°
r1  = Drehung um 90°
r2  = Drehung um 
180°
r3  = Drehung um 
270°Permutations-

Darstellung:
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1. Zur Wiederholung
1.3 Diedergruppe D

4

r0 = Drehung um 0°
r1  = Drehung um 
90°
r2  = Drehung um 
180°
r3  = Drehung um 
270

s0 = Spiegelung x-Achse
s1 = Spiegelung Diagonale 
y=x
s2 = Spiegelung y-Achse
s3 = Spiegelung Diagonale 
y=-x
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Drehungen: Spiegelungen:

Permutations-
Darstellung
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2. Punktgruppen
2.1 Eindeutige Charakterisierung

Das heißt:



Punktgruppen und Bandgruppen Pro-/Seminar zur Arithmetik Julia Gerbe

2. Punktgruppen
2.1 Eindeutige Charakterisierung

. 

1

2



Punktgruppen und Bandgruppen Pro-/Seminar zur Arithmetik Julia Gerbe

Beweis:

Zu 1
Es gibt keine Gleitspiegelung g, da g2 eine Translation wäre. Es 
gibt auch keine Spiegelungen an parallelen Geraden, da ihr 
Produkt eine Translation in einer zu diesen Geraden senkrechten 
Richtung wäre.

2. Punktgruppen
2.1Eindeutige Charakterisierung

Alle Drehungen in einer Punktgruppe haben wegen 2.5(4) denselben 
Fixpunkt.
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2. Punktgruppen
2.1Eindeutige Charakterisierung

Wenn es außerdem Spiegelungen gibt, laufen deren Achsen 
wegen 2.5(1) durch diesen Punkt.
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Zu 2
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Punktgruppe als Beispiele für Symmetriegruppen ebener 
Ornamente



Punktgruppen und Bandgruppen Pro-/Seminar zur Arithmetik Julia Gerbe

3. Bandgruppen
3.1 Eindeutige Charakterisierung

Das heißt:
Bandgruppen lassen neben Drehungen und Spiegelungen 
auch unendlich viele Translationen zu, 

ABER die Translationen sind alles Vielfache von einer 
Translation um einen Vektor a.
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3. Bandgruppen
3.2 Die 4 Elemente der orthogonalen Gruppe

Behauptung: 

Beweis:

Aus letztem Vortrag:
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3. Bandgruppen
3.2 Die 4 Elemente der orthogonalen Gruppe

1)

2)

3)

4)

Diese vier Elemente bilden eine Diedergruppe D2 , auch 
Kleinsche Vierergruppe genannt.
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Kleinsche 
Vierergruppe:

A B

CD

a

b

Symmetriegruppe eines nicht 
gleichseitigen Rechtecks

1)

2)

3)

4)
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3. Bandgruppen
3.3 Die Erzeugung von 7 Bandgruppen

Punktspiegelung

Transversale Spiegelung

Longitudinale Spiegelung

Gleitspiegelung
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3. Bandgruppen
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3. Bandgruppen
3.3.1 Vollständigkeit der Liste

Behauptung:

Beweis:
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3. Bandgruppen
3.3.1 Vollständigkeit der Liste

1) 

2) 
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3) 
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3. Bandgruppen
3.3.1 Vollständigkeit der Liste

4) 
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3. Bandgruppen
3.3.1 Vollständigkeit der Liste

5) 

Gezeigt: Jede Untergruppe kommt in der Liste vor!
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4. Überblick
Was haben wir heute gelernt?

Punktgruppen...

• sind endliche Untergruppen der Isometriegruppe
• enthalten nur Drehungen und Spiegelungen  keine 
Translationen
• haben nur Elemente mit gemeinsamen Fixpunkt
• haben eine orthogonale Gruppe G* , die zyklische Gruppe 
oder Diedergruppe ist

Bandgruppen...
• enthalten neben Drehungen und Spiegelungen auch 
unendlich viele Translationen
• enthalten nur Translationen, die Vielfaches voneinander 
sind
• haben eine orthogonale Gruppe G*  , die eine der fünf 
Untergruppen          ist.
• kommen in 7 verschiedenen Variationen vor
• bilden mit ihren Symmetriegruppen Bandornamente 
(Friese)
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Quellen:

 Lamotke, Klaus: Die Symmetriegruppen der ebenen 
Ornamente, 2005

 

http://de.wikipedia.org/wiki/Diedergruppe

http://de.wikipedia.org/wiki/Zyklische_Gruppe
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