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1. Zur Wiederholung
1.1 Translation

Wenn man vom Punkte P € E den Vektor z € C abtrdgt, erhalt man den Punkt
Q=P+z€E

Ptz

r Fig. 2.1 Translation des Punktes P € E inden Punktf.(P) := P4z
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1. Zur Wiederholung
1.2 Isometrien

Die Isometrie f(P+2z) = P+e*z(P,a fest,z € C)
wird a — Drehung um P genannt.

Die Isometries:E — E,s(P+z):=P + o0(2)
heifdt Spiegelung an der Geraden P+ L= {P +z:z € L}
Diese Gerade ist Fixpunktmenge von s und wird Spiegelachse genannt.

Die Isometrien Drehung und Spiegelung bezeichnet man auch
als Symmetrietransformationen.
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1. Zur Wiederholung
1.2 Isometrien

Fur jeden Vektor w € L,w # O,nenntman g:=s oo t,=1=¢, °S

eine Gleitspiegelung an der Achse P + L mit dem Gleitvektor w.

Qp QE Fig. 2.4 Ein Blatt mit seinem Spiegelbild links und mit seinem Gleit-

spiegelbild rechts. Der Gleitvektor ist w

Alle Isometrien bilden mit der Hintereinanderschaltung
* als Verkniupfung eine Gruppe I
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1. Zur Wiederholung
1.3 Zyklische Gruppe

Eine zyklische Gruppe ist eine Gruppe,

die nur von einem einzigen Element a erzeugt wird.
Sie besteht nur aus der Potenz des Erzeugers a: (a):= {a"|n € 7}

Fur jede natirliche Zahl n gibt es eine zyklische Gruppe C,,
mit genaun Elementen.

Und es gibt die unendlich zyklische Gruppe,
die additive Gruppe der ganzen Zahlen Z.
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1. Zur Wiederholung
1.3 Zyklische Gruppe

Die endlich zyklischen Gruppen veranschaulicht als
Drehgruppe reguldrer Vierecke in der Ebene

C, 2 4 1 3 4 2 3

4 3 3 2 2 1 1 4

Elemente der zyklischen Gruppe: Bewegungen, nicht Stellung
des Quadrats.
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1. Zur Wiederholung
1.3 Zyklische Gruppe

— r, = Drehung um 0°
Cy = 1{To 11,1213} o T rengum g
« y r, = Drehung um 90
N r, = Drehung um
n=4 180°
r, = Drehung um
Permutations- 270°
Dalistsallu U:234)
r(ry) =
’ 1234 1 2 4 1 3 4 2 3
1234
r(n) (2341) A B C D
1234 4 3 3 2 2 1 1 4
r(r2) (3412)
1a0°
1234
r(rs) (4123)
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1. Zur Wiederholung
1.3 Diedergruppe

Die Diedergruppe ist die Isometriegruppe eines
regelmifdigen n — Ecks in der Ebene.

Der Name ist abgeleitet von Di — eder

= (griechisch) Zweiflachner

Die Diedergruppe D,, enthilt 2n Elemente,

namlich n Drehungen und n Spiegelungen.
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1. Zur Wiederholung
1.3 Diedergruppe D

&
Tp (Drehung um 0%) 1 (Drehung um 90°) T2 (Drehung um 1807) T3 (Drehung um 2707)

B
| 50 (Spiegelung an der x-Achse) | S1 (Spiegelung an der Diagonale y=x) | So (Spiegelung an der y-Achse) Sz (Spiegelung an der Diagonale y=-x)

r, = Drehung um 0°

r, = Drehung um o

910c> g D4 — {TG,T1JTEJT3JSDJ51:52:53}
r, = Drehung um - ~ /
$88°Spiegelung x-Achse n =4 > w4 — 8 Elemente

5; = $¥yieldelithdMiagonale
724
s, = Spiegelung y-Achse
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T

Tp (Drehung um 0%) _ 1 (Drehung um 90%) _ T2 (Drehung um 180°) Tz (Drehung um 270%)

| 5p (Spiegelung an der x-Achse) | S1 (Spiegelung an der Diagonale y=x) | Sz (Spiegelung an der y-Achse) | S3 (Spiegelung an der Diagonale y=-x)

Permutations-

Darstellung

Drehungen: Spiegelungen:

_ (1234 1234 _ (1234 _ (1234
r00) = (1334) () = (3412) 760 = (4321) 762 = (513)

r(n) = (égii) r(r;) = (iigg) r(s;) = (éij) r(sz) = Gigg)
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2. Punktgruppen
2.1 Eindeutige Charakterisierung

Endliche Untergruppen von I enthalten keine Translationen # id.

Sie heifden Punktgruppen,

da alle Elemente einen gemeinsamen Fixpunkt haben.

Das heifst:
Punktgruppen enthalten Drehungen oder Spiegelungen
aber keine Gleitspiegelungen!
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2. Punktgruppen
2.1 Eindeutige Charakterisierung

Satz: Sei G eine Punktgruppe.

1 Alle Elemente von G haben einen gemeinsamen Fixpunkt P.

2 Die orthogonale Gruppe G, ist eine zyklische Gruppe C,,
oder eine Diedergruppe D,,.
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2. Punktgruppen
2.1Eindeutige Charakterisierung

Beweis:

Zul
Es gibt keine Gleitspiegelung g, da g? eine Translation wdare. Es

gibt auch keine Spiegelungen an parallelen Geraden, da ihr
Produkt eine Translation in einer zu diesen Geraden senkrechten

Richtung ware.
Alle Drehungen in einer Punktgruppe haben wegen 2.5(4) denselben
Fixpunkt.

(4) Wenn zwei Drehungen ra und rpg verschiedene Fixpunkte A # B haben, ist
rargra_‘rg~! eine Translation # id.
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2. Punktgruppen
2.1Eindeutige Charakterisierung

Wenn es aufSerdem Spiegelungen gibt, laufen deren Achsen
wegen 2.5(1) durch diesen Punkt.

(1) Wenn sich zwei Spiegelachsen a und b im Punkte P unter dem Winkel a
schneiden, ist das Produkt der entsprechenden Spiegelungen r := s4 o sp die
2c-Drehung um P, siehe die linke Figur 2.5. O

0,

, A g,

A g
ol

Fig. 2.5 Links: Die Hintereinanderschaltung der Spiegelungen s,, s an den Geraden a, b ist die
2a-Drehung r um P, also r(Q) = Q> = 5,(0Q1) = 5455,(0)
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mm) /lle f € G haben also einen gemeinsamen Fixpunkt P.

7u 2 Der Epimorphismus G = G, ist bijektiv.
Wegen 1.2 folgt die zweite Behauptung.

[.2 Zyklische Gruppen und Diedergruppen

Jede endliche Untergruppe G < O ist eine zyklische Gruppe Cy oder eine Die-
dergruppe Dy, n = 1, ... . Die zvklische Gruppe C, besteht aus den n Drehungen
um die Winkel 2ck/n fiir k € Z. Jede Diedergruppe D, enthdlt n Drehungen
und n Spiegelungen. Die Drehungen in Dy, bilden die Gruppe C,. Je zwei benach-
barte Spiegelachsen der Spiegelungen in Dy schliefien den Winkel w/n ein, sieche
Figur 1.2.
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Punktgruppe als Beispiele fur Symmetriegruppen ebener
Ornamente

A

Fig. 1.3 Ornamente mit den Symmetriegruppen Dy, Co, D2, C3, D3, Cs, Ds. Das Zentrum liegt
jeweils im Schwerpunkt der Figur
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3. Bandgruppen
3.1 Eindeutige Charakterisierung

Wenn alle Translationsvektoren einer Untergruppe

G < I eine unendlich zyklische Gruppe Z - a '= {qa:q € Z} bilden,
heifdt G Bandgruppe.

Das heifst:
Bandgruppen lassen neben Drehungen und Spiegelungen
auch unendlich viele Translationen zu,

ABER die Translationen sind alles Vielfache von einer
Translation um einen Vektor a.
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3. Bandgruppen
3.2 Die 4 Elemente der orthogonalen Gruppe

Behauptung:
Die orthogonale Gruppe G, ist eine der fiunf Untergruppen

{id}, {+id}, {id, u},{id, o}, D,.

Beweis:
Set A= 1Z-a
die Gruppe der Translationsvektoren der Bandgruppe G.

Lemma:
vy € G.:y(a) = ta

Aus letztem Vortrag:
mm) yol oyt = y(a) fUrY € G.
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3. Bandgruppen
3.2 Die 4 Elemente der orthogonalen Gruppe

Daher kommen fir y nur 4 Elemente in Frage:

1) die Identitat id,

2) diem — Drehung — id,

3) die transversale Spiegelung u

(Spiegelung an der zu a senkrechten Gerade)
4) die longitudinale Spiegelung o
(Spiegelung an der Geraden R - a) 0

Diese vier Elemente bilden eine Diedergruppe D, , auch
Kleinsche Vierergruppe genannt.
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Kleinsche Symmetriegruppe eines nicht
Vierergruppe: gleichseitigen Rechtecks

D C

b

A q B

1) id = Drehung um 0°
2) m— Drehung — id = Drehung um 180°
3) transversale Spiegelung u
= Spiegelung an senkrechter Mittelachse
4) longitudinale Spiegelung o
= Spiegelung an waagerechter Mittelachse
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3. Bandgruppen
3.3 Die Erzeugung von 7 Bandgruppen

Sei P € E ein fester Punkt.

Wir realisieren die Elemente von D, durch folgende Isometrien:

r(P+z)=P—2z Punktspiegelung
m(P +2z) =P+ uz) Transversale Spiegelung
s(P+2z):=P+ 02 Longitudinale Spiegelung

a
gP+2z)=P+ > + 0(z)  Gleitspiegelung

Zusammen mit der Translation t .= t, ergeben sich

7 Untergruppen von I:
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3. Bandgruppen
3.3 Die Erzeugung von 7 Bandgruppen

B, = (t) B, := (t,s) B,. = (t,m,s)
BZ = (t:?ﬂ) Bg $= (9> Bmg = (m,g)
B, = (t,m)

J NN\ <K

Fig. 3.5 Bandornamente zu den 7 verschiedenen Bandgruppen



Punktgruppen und Bandgruppen Pro-/Seminar zur Arithmetik Julia Gerbe

3. Bandgruppen
3.3.1 Vollstandigkeit der Liste

Behauptung:
Jede Untergruppe G < I,deren Translationsvektoren
die unendlich zyklische Gruppe Z - a bilden,

kommt nach passender Wahl von P in der Liste vor.

Beweis:
Die orthogonale Gruppe G, ist eine Untergruppe von D,.

Es gibt 5 Moglichkeiten:
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3. Bandgruppen
3.3.1 Vollstandigkeit der Liste

1) G, ={id}. Dannist G = (t).Die Wahl von P entfillt.
2) G, = {+id}.

In G, gibt es die m — Drehung r um einen Punkt P, also (t,r) < G.

Jedes Element h € G lasst sich durch t und r erzeugen.

Denn flr h, = idist h € (t), und flur h, = —id liegt hin derselben
Restklasse modulo (t) wie r.

Also ist h = t90der h = t9r flreinq € Z.

Es folgt:G = (t, 1)
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3. Bandgruppen
3.3.1 Vollstandigkeit der Liste

3) G. = (u). Esgibteinm €G mitm, = L.

Diese Isometrie m ist eine Spiegelung oder Gleitspiegelung

an einer zu a senkrechten Geraden.

Bei einer Gleitspiegelung, wire m?eine Translation in

eine zu a senkrechte Richtung, die in G nicht vorkommt.

Also gibt es ein P,sodass m die Spiegelung P+ z — P + u(z) ist.

Es folgt: G = (t,m)
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3. Bandgruppen
3.3.1 Vollstandigkeit der Liste

4) G. = (o). Es gibtein g € G mit g, = 0.
Die Isometrie g ist eine Spiegelung oder Gleitspiegelung

an einer Geraden P + R-a mit einem Gleitvektor Aa,A € R.

Durch Nachschalten einer Potenz t9erreichen wir 0 < 1< 1.
FairA=01ist g =s eine Spiegelung.

. . 1
Fir0 <A <1 ist g®= tyy,, also?2la € Z-a(&=§)

Es folgt: G = (t,s) oder G = (g).
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3. Bandgruppen
3.3.1 Vollstandigkeit der Liste

5) G,.=D, = (ﬂ,{]').
In G gibt es wie bet 3) eine Spiegelung m an einer zu a

senktrechten Geraden und wie bei 4) eine Spiegelung s

oder Gleitspiegelung g an einer zu a parallelen Geraden.

Sei P der Schnittpunkt der Geraden.

Es folgt: G = (t,m,s)oder G = (m, g). -

- Gezeigt: Jede Untergruppe kommt in der Liste vor!
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4. Uberblick
Was haben wir heute gelernt?

Punktgruppen...

 sind endliche Untergruppen der Isometriegruppe

* enthalten nur Drehungen und Spiegelungen _, keine
Translationen

 haben nur Elemente mit gemeinsamen Fixpunkt
« haben eine orthogonale Gruppe G. , die zyklische Gruppe
oder Diedergruppe ist

Bandgruppen...

* enthalten neben Drehungen und Spiegelungen auch
unendlich viele Translationen

e enthalten nur Translationen, die Vielfaches voneinander
sind

« haben eine ofithpgbidildidruppizl (o}, Dje eine der funf
Untergruppen ISt.

« kommen in 7 verschiedenen Variationen vor

* bilden mit ihren Symmetriegruppen Bandornamente
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Quellen:

Lamotke, Klaus: Die Symmetriegruppen der ebenen
Ornamente, 2005

http://de.wikipedia.org/wiki/Diedergruppe
http://de.wikipedia.org/wiki/Zyklische Gruppe
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